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1] Linearne strukture podataka

1] Nelinearne strukture podataka
n] Pretrazivanje

Sortiranje




Sortiranje

Preuredivanje skupa podataka
po nekom utvrdenom rasporedu

Veoma Cesta aktivnost

Cilj:
v efikasnije pretrazivanje
v’ provera jednakosti
v’ sistematizovani prikaz

Spektar algoritama slozenosti od O(n) do O(n?)

Poredak (#,N)odreden vrednostima polja kljuCa

Sortiranje

Uvod Fleksibilne tehnike



Sortiranje

» Sortiranje:
\/K1,... K =K,<..<K
v p1, ..., pn — permutacija od 1..n

» Stabilnost —i<j i K, =Ky = pI<p
» Po mestu sortiranja:

v" unutrasnje
v’ spoljasnje

Sortiranje Uvod Fleksibilne tehnike



Unutrasnje sortiranje

» Sortiranje kada su svi podaci u operativhoj memoriji
» Sortiranje nizova i lista
» Sortiranje in situ

» Indikatori performanse
v" broj koraka

-

v' broj poredenja klju¢eva
v" broj premestanja klju¢eva

Sortiranje Unutrasnje sortiranje Fleksibilne tehnike



Unutrasnje sortiranje

» Sortiranje po adresi

» |zbegava premestanje zapisa
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Unutrasnje sortiranje

» Ulancavanje zapisa po poretku

» |zbegava premestanje zapisa
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Sortiranje poredenjem

» |IskljuCivo zasnovano na poredenju kljuCeva

» Podela:
v metodi umetanja
v' metodi selekcije
v metodi zamene
v' metodi spajanja

» Direktni metodi
v' jednostavni
v loSije perfromanse

» Poboljsani metodi (do O(n log n) )

Sortiranje Sortiranje poredenjem



Metodi umetanja

» Princip — po jedan element iz neuredenog dela
umece se u uredeni deo

» Direktno umetanje

INSERTION-SORT(a)
fori=2tondo

j=i-1
while (j > 0) and (a [j]) > K) do
alj+1]=all
J=J-1
end_while
alj+1]=K
end_for

Sortiranje Sortiranje poredenjem Metodi umetanja



Direktno umetanje
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Direktno umetanje

» Najbolji slucaj —ureden niz, C_. =n-1= 0O(n)

» Najgori slucaj — obrnuto ureden niz,
C.=M_=5({i—-1)=0(n?

» ProsecCan slucaj bolji od najgoreg samo za faktor 1/2

> Vrlo dobar za male nizove | skoro uredene nizove

Sortiranje Sortiranje poredenjem Metodi umetanja



Poboljsanja

» Problemi
v' broj poredenja
v' broj premestanja

» Binarno pretrazivanje uredenog dela
v' smanjuje broj poredenja, ali ne i premestanja
v isti red slozenostsi
v’ za ureden niz ¢ak i loSije

» Jednostruko ulancana lista umesto niza
v vektor indeksa simulira pokazivade
v' smanjuje broj premestanja, ali ne i poredenja
v dodatni prostor

Sortiranje Sortiranje poredenjem Metodi umetanja



Shellsort

» Umetanje sa smanjenjem inkrementa h

» Grupe elemenata na ekvidistantnom razmaku h
» Grupe se sortiraju metodom direktnog umetanja

» |Inkrementi se smanjuju sve do 1

h =4 65 75 6 687 99 27 0 96
L | i 1 | | |

h =2 65 27 0 67 99 75 6 96

h,=1 0 27 6 57 65 75 99 96

0 6 27 67 65 75 96 99
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Shellsort

SHELL-SORT(a, h)
fori=1totdo
inc = h[i]
forj=inc+1tondo
y =alj]
k=j—inc
while (k> 1) and (y < a[k]) do
alk + inc] = a[k]

k=k—inc
end_while
alk+incl=y
end_for

end_for

Sortiranje Sortiranje poredenjem Metodi umetanja



Shellsort

» Direktno sortiranje
v' male nesortirane grupe
v vece dosta sortirane grupe

» Sekvenca inkrementa h,, h,, ..., h,
v h,,<h, 1<i<t

+1

v h, =1
» Knuth—-h_,=3h+1,h,=1,t=log,n-1
» Bolji uzajamno prosti inkrementi

» Slozenost O(n(log n)?) (empirijski O(n'3))

Sortiranje Sortiranje poredenjem

Metodi umetanja



Metodi selekcije

Princip — selektuje najmanji element iz neuredenog
| stavlja ga na kraj uredenog dela

Ponekad procesiranje neuredenog dela
u strukturu koja olakSava selekciju (prioritetni red)

Direktna selekcija
Nema dodatnog procesiranja neuredenog dela
Slicnosti i razlike sa direktnim umetanjem

Poredenja u neuredenom delu
(ne moze da poCne dok nema sve podatke)

Sortiranje
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Direktna selekcija
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Direktna selekcija

SELECTION-SORT(a)
fori=1ton-1do
min = alli]
posS = |
forj=i+1tondo
if (a[j] < min) then

min = al]
pos =
end_if
end_for
alpos] = ali]
alil = min

end_for

Sortiranje Sortiranje poredenjem Metodi selekcije



Metodi selekcije

Jedna zamena i n—/ poredenja po koraku
C=>((n—-i)=0(n?

Nema razlike izmedu najboljeg i najgoreg slucCaja
Problem — broj poredenja

Kvadratna selekcija

Selekcija po grupama — lokalni i globalni minimumi

SloZenost O(nVn)

Sortiranje
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Kvadratna selekcija
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Sortiranje pomocu BST

Elementi neuredenog niza se umecu u
stablo binarnog pretrazivanja

Inorder obilazak

Isti kljuCevi:
v u desno podstablo
v" ulanéana lista

Slozenost O(n log n), ali nije garantovana

Pogodan za dinamiCke skupove podataka
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Sortiranje pomocu BST
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Stablo selekcije

» Problem garantovane performanse

» Balansirano stablo

» Poredenja po kup-sistemu

» Selekcija iz korena

» Azuriranje po jednoj putanji od lista do korena
» Performanse

v’ generisanje stabla — O(n )
v" selekcija — O(n log n)

Sortiranje Sortiranje poredenjem Metodi selekcije



Stablo selekcije
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Stablo selekcije

Sortiranje Sortiranje poredenjem Metodi selekcije



Heapsort

» Nedostaci stabla selekcije
v dodatni prostor
v nepotrebna poredenja

» Struktura selekcije - heap
v' kompletno ili skoro kompletno binarno stablo
v’ otac vedi ili jednak sa oba sina

» Sekvencijalna implementacija a [1:n]
v alilzal2i] i a[ilza[2i+ 1], 1<i<2i<2i+1<n

» Efikasna implementacija prioritetnog reda

» Sortiranje na mestu

Sortiranje Sortiranje poredenjem Metodi selekcije




Heapsort

» Dve faze algoritma:

v’ generisanje heap-a
v’ procesiranje heap-a

HEAPSORT(a)
fori=2tondo
nhe = a|[i]
S=1
f=s/2
while ((s >
] =

(
als

1) and (a[f] < nhe)) do
alf]
s=f
f=s/2
end_while
als] = nhe
end_for

Sortiranje
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Heapsort

for i = n downto 2 do
last =all]
all] = a[1]
f=1
if (i—1) > 3 and (a[3] > a[2])) then
s=3
else
S=2
end _if
while (s </— 1) and (a[s] > /ast) do
a[f] = a[s]
f=s
s=2f
if (s+1)<i—1)and (a[s + 1] > a[s]) then
Ss=s+1
end _if
end_while
a[f] = last
end for

Sortiranje
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Heapsort
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Heapsort
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Heapsort

» Alternativna realizacija
v ADJUST pretvara u heap stablo sa korenom i
kada su mu oba podstabla vec¢ heap-ovi
v’ poziva se i pri generisanju i pri procesiranju

» Performanse
v generisanje — O(n log n) (sa ADJUST ¢ak O(n))
v’ procesiranje — O(n log n)

» Prosecan broj zamena 0.5n log n

» Garantovan najgori slucaj O(n log n)

» Zaizdvajanje k najvecih kljuCeva (k<< n) - ~O(n)

Sortiranje Sortiranje poredenjem Metodi selekcije




Heapsort

ADJUST(a, i, n)
K= alil
j=2i
while (j < n) do
if (j <n)and (a[j] <alj+ 1])) then
J=j+1

if (K>alj]) then
aljl2]l = K
return
else
aljl2] = alj
j=2
end_if
end_while
alji2l=K

HEAPSORT-1(a)

for i =n/2 downto 1 do
ADJUST(a, i, n)
end_for
fori=n-1downto 1 do
ali+ 1] < al[l]
ADJUST(a, 1, i)
end_for

Sortiranje
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Metodi zamene

» Princip — zamena mesta dva elementa
Koji nisu u pravilnom poretku

» Primenjuje se i u drugim metodima
» Direktna zamena (bubblesort)
» Zamena mesta dva susedna elementa
» Najveci element izade na pocCetak uredenog dela
» Optimizacije
v' najvisa pozicija na kojoj je bila zamena u prolazu

v’ kraj — prolaz bez zamena

Sortiranje Sortiranje poredenjem Metodi zamene




Bubblesort

R 3
pos =7 65 6 57 75 27 0 96 29
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pos =5 6 57 65 27 0 75 96 99

pos =4 6 57 27 0 65 75 96 99

pos =3 6 27 0 57 65 75 96 99

pos =2 6 0 27 87 656 75 96 99

pos =1 0 6 27 87 656 75 96 99
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Bubblesort

BUBBLESORT(a)
posS = n
repeat
bound = pos
pos =0
fori=1to bound -1 do
if (a[i] > a[i + 1]) then
all] & a[i + 1]
posS = |
end_if
end_for
until pos =0

Sortiranje
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Bubblesort

» Najbolji slucaj — sortiran niz
vM_ . =0C_ . =n-1= 0(n)

» Najgori slucaj — obrnuto sortiran niz
vM_ _ =C._ . =05n?-n)= 0(n?

» Prosecni slucaj
v C,.=05n?-ninn), M, =0.25n?-n)= O(n?

» Poboljsanje — Shakersort
» Alterativno menja smer prolaska

» Manje poredenja, ali isti red slozenosti

Sortiranje Sortiranje poredenjem Metodi zamene




Shakersort

65 75 6 57 29 27 0 96

65 6 67 75 27 0 96 99

p y -
0 65 6 67 75 27 96 29
. . .
0 6 57 65 75 27/ %26 99
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Quicksort

» Poredenja | zamene na vecoj udaljenostsi
» Particijsko sortiranje (Hoare)

» Razdvojni element (pivot)

» Donja particija + pivot + gornja particija

» Rekurzivnha podela na particije do jediniCne veliCine

QUICKSORT(a, low, high)
j = PARTITION(a, low, high)
QUICKSORT(a, low, j - 1)
QUICKSORT(a, j + 1, high)

Sortiranje Sortiranje poredenjem Metodi zamene



Quicksort

PARTITION(a, down, up)
| = down
J=up

a[down] = alj]
alj] = pivot
return

pivot = a[down]
while (i <)) do
while ((a[i] < pivot) and (i < j))
do
=i+1
end_while
while (a[j] > pivot) do
j=j=1
end_while
if (/ <)) then
ali] < a[j]

—end while

Sortiranje

end_if

Sortiranje poredenjem

Metodi zamene



Quicksort
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Quicksort

terativna realizacija sa stekom

» Najbolji sluCaj — jednake particije = O(nlog n)
» Najgori slu¢aj — jedna particija = O(n?)
» Prosecan slucaj gori od najboljeg za 38% = O(nlog n)
» Veliki uticaj izbora pivota
v' sluc€ajan izbor

v" sredniji od tri (ili viSe) elementa particije
v' srednja vrednost (meansort)
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Pobitno razdvajanje

» Binarna reprezentacija kljuca (b, , b, ., ...
» PocCinje se od najstarijeg bita
» Donja (b;=0)igornja (b, = 1) particija

» Slozenost— O(nlogn)

by),

Sortiranje Sortiranje poredenjem
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Pobitno razdvajanje

65 | 76 | 6 | 57 | 99 | 27 | o 65 = 1000001
ey PR 75 = 1001011
b, | 65 | 75 | 6 | 57 | 99 | 27 | o | 96 6 = 0000110
t - s 57 = 0111001
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. p 27 = 0011011
........ Mmoo 0 = 0000000
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. 2
,,,,,,,,,,,,, e
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b 0 6 27 67 65 75 99 96

b 0 6 27 57 65 75 99 96

0 6 27 57 65 75 96 99
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Metodi spajanja

» Direktno spajanje

» Susedni elementi se spoje u uredene dvojke,
pa u uredene Cetvorke, ...

» Potreban pomocni niz

» Implementacija sa ulancanim listama
v’ nema potrebe za dodatnim nizom
v’ izbegava premestanje

» Performanse
v" broj prolaza [log n]| = O(nlog n)
v’ garantovane performanse

Sortiranje Sortiranje poredenjem
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Metodi spajanja
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a[2]?a[3]
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Performanse

<1,2,3> Gl17aB1)  [<2,1,3> a[2]?a[3]
< > < >
<1,3,2> <31,2> <231>| [<3,21>
Stablo odluCivanja
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Performanse

» Stablo odluCivanja
v' vorovi predstavljaju poredenja
v listovi predstavljaju moguce sortirane poretke
v visina stabla predstavlja najgori slucaj

| = 2h =n!
n! > (n/e) "
h2logn!>(n/e)"=nlogn-nloge = O(nlog n)

» (Garantovane perfomanse u najgorem slucaju
ne mogu biti bolje od O(n log n)

» Prosecna performansa — PE/e = O(nlog n)

Sortiranje Sortiranje poredenjem Performanse



Metodi linearne slozenosti

» Operacije sa vise ishoda

» QOdredene pretpostavke o kljuCevima omogucavaju
metode linearne slozenosti

» Sortiranje brojanjem

» Celobrojni kljuCevi u opsegu 1..k

» Za svaki kljuc se odredi broj manjih i jednakih kljuCeva
» Stabilan metod

» Slozenost—O(n+ k)= O(n)

Sortiranje Metodi linearne sloZenosti Sortiranje brojanjem




Sortiranje brojanjem

COUNTING-SORT(a)

fori=1to kdo
Cl]=0

end_for

forj=1tondo
Clal/l = Clal]] + 1

end_for

fori=2to kdo
C[] = C[i] +C[i - 1]

end_for

for ;= n downto 1 do
B[Cla[/]] = alj]
Claljll = Clalj]] -

end_for

Sortiranje

Metodi linearne slozenosti

Sortiranje brojanjem



Sortiranje brojanjem

b) C 3 4 6|6 7
c) B 1 cC 2|4 |6 |86 |7
d) B 1 | 2 cC 2|3 |6 |86 |7
e) B 1 | 2 3 cC 2|3 |5 |86 |7
f) B 1 |1 | 2 3 c 1|3 |5 |86 |7
g) B 1 1| 2 3 |5 c 1|3 |5 |86 |86
h) B 1 1|2 ]| 3|3 |5 C 1|3 |4 |6 6
i) B | 11|11 | 2| 3| 3|5 C o0 |3 | 4|6 6
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Adresno sortiranje

Varijanta umetanja, slicho hesiranju

Funkcija f razvrstava kljuCeve u m klasa ekvivalencije
Klasa ekvivalencije — uredena ulancana lista
xX<y=7~f(x)<f(y

Na kraju, liste se objedine

Performanse

v' m blisko n, male liste = O(n)
v dodatni prostor

Sortiranje

Metodi linearne slozenosti Adresno sortiranje



Adresno sortiranje

W N = O

Sortiranje

Metodi linearne sloZzenosti Adresno sortiranje



Radixsort

Poziciona reprezentacija kljuCa (znakovi)

Razdvajanje u redove na osnovu pojedinog znaka
PocCinje se sa najmladim znakom

Stabilan metod

Implementacija sa listama

Slozenost O(kn ), k — broj znakova kljuCa

v za k= const = O(n)
v pogodno za predsortiranje

Sortiranje

Metodi linearne slozenosti Radixsort



Radixsort

Q © Q 0 6
Q1 Q1

Q, Q, 27

Q3 Q3

Q4 Q4

Q 65 75 Q, 57
Q6 96 Q, 65

Q, 57 27 Q, 75

Q Qy

Q, 99 Q, 96 99

o
w0

O 65 76 6 96 57 27 99 0 6 27 57 65 75 96 99
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Statistika poretka

» QOdredivanje k —tog najmanjeg elementa (1 <k<n)

» Specijalni slucajevi
v k=1 = minimum
v' kK= n = maksimum
v k= (n+1)/2 = srednji element

MINIMUM(a)

min = a [1]

fori=2tondo
if (min > af[i]) then = O(n )

min =ali]

end_if

end_for

return min

Sortiranje Statistika poretka Metodi zamene



Statistika poretka

» Za malo k— naci minimum k puta, heapsort, ...

» Deljenje na particije

FIND(a, low, high, k)
J = PARTITION(a, low, high)
i=low+ k-1
if (j =) then

return ajj]
end_if
if (/ > /) then

return FIND(a, low, j - 1, k)
else

return FIND(a, j + 1, high, k - )
end_if

Sortiranje Statistika poretka Metodi zamene



Statistika poretka

» Sredniji slu¢aj — O(n ), najgori slu¢aj — O(n?)

» Poboljsani algoritam linearne slozenosti
v’ deli niz na |.n/5] grupa po 5 elemenata
v' nalazi sredniji element za svaku grupu
v pozivom FIND nalazi srednji element m
od srednjih elemenata grupa
v’ podeli ulazni niz na dve particije
KO srednjeg elementa m kao pivota (pozicija j )

o)
v a

d
d

KO
KO

KO

je k =jtrazeni e
je k <jpoziva F
je k> jpoziva F

ement je a[j],
ND(1,/-1, k),
ND(G+1,n k-j)

Sortiranje

Statistika poretka Metodi zamene



Spoljasnje sortiranje

>

>

>

>

>

>

Sortiranje podataka na diskovima — datoteka
Specificnosti spoljasnjih medijuma
Sotirana sekvenca zapisa — ran
Princip spoljasnjeg sortiranja:
v podela datoteke
v’ formiranje manjih ranova
v’ progresivno povecavanje ranova spajanjem

Osnovni postupak — dvoulazno spajanje

Optimizacije

Sortiranje

Spoljasnje sortiranje Uvod



Spoljasnje sortiranje

C 18 ;
[ 18
c 18
c 18
[ 18
c 18

18 57
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20 30 65 99
20 30 65 99
(
20457
| 30 65 99
[ 57
20 30
| 66 99
[
20 30 57 1
| 66 99

[ .

20 30 57 65 4
LSS

20 30 57 65 99

T o T o o

T o0

T o0 T O
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Direktno spajanje

» Nebalansirano direktno spajanje
v’ polazi od ranova sa po jednim zapisom
v’ progresivno udvostru¢ava ranove spajanjem
u svakom prolazu
v dve ulazne i jedna izlazna datoteka

» Prolaz
v’ faza podele
v’ faza spajanja

» Faza podele ne doprinosi sortiranju

Sortiranje Spoljasnje sortiranje Direktno spajanje



Direktno spajanje

1a
65| 6 [99 | o
65 | 75 57 | 99| 27 | o | 96 |~
75 | 67 | 27 | 96
F1 2a
1b 65 75|27 99
>:+)4 65 75 67 | 27 99| 0o 96 |»
6 57| 0 96
F2
F1 3a
2b 6 57 65 75
\/@4 6 57 65 75| 0 27 96 99 [»
¢ 40 27 96 99
F2
F1
3b
>@4 0 6 27 &7 65 75 96 99

F1

F2

F1

F2

F1

F2
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Direktno spajanje



Balansirano direktno spajanje

Dve ulazne | dve izlazne datoteke

Podela se izbegava naizmenicnim slanjem
u izlazne datoteke

Alternacija ulaznih i izlaznih datoteka

Performanse
v" broj prolaza - O(log n )
v" broj kopiranja - O(n )
v fiksna slozenost - O(nlog n )
v’ optimizacija — duZzi pocetni ranovi
v' mana - fiksna duzina ranova

Sortiranje

Spoljasnje sortiranje

Direktno spajanje



Balansirano direktho spajanje

F 66| 6 |99 | 0 |A
65 | 76| 6 | 67| 99| 27| O | 96 |»
76 | 87 | 27 | 96 |F2

F
F1
\@/les 75 | 27 99\:®/,6 57 65 75 [F1
~ {6 570 96 fo 27 96 99 |F2
F2
F3
F1
F
>3~o 6 27 57 65 75 96 99
F2

Sortiranje Spoljadnje sortiranje Direktno spajanje



Prirodno spajanje

» Podela datoteke na uredene sekvence

» Adaptivnho odredivanje ranova

F 65 75|27 | A
65 | 75 6 57 | 99| 27 0 96 |»
6 57 99 0 96| F2
F1
6 57 65 75 99 | F3
0 27 96 F
F2

/@ao 6 27 57 65 75 96 99
F

Sortiranje Spoljadnje sortiranje Prirodno spajanje




Prirodno spajanje

» Mogucnost rekombinacije ranova
» Dodatno smanjivanje broja ranova
» Performanse

v’ zavise od prethodne uredenosti datoteke
v dodatna poredenija

F1

F 5 7 18 26
5 7 18 |11 45| 26 | 20 30 40 ’-((
i i+1 i+2 i+3 11 45 | 20 30 40

F2

Sortiranje Spoljadnje sortiranje Prirodno spajanje



>

Visestruko spajanje

Performanse zavise od broja prolaza,
a broj prolaza od broja ranova

Dodatno smanjivanje broja ranova
viSestrukm spajanjem

Nebalansirano m-tostruko spajanje
v m ulaznih i jedna izlazna datoteka

Nebalansirano m-tostruko spajanje
v m ulaznih i mizlaznih datoteka

Performanse — O(log,,, n )

Sortiranje

Spoljasnje sortiranje

Visestruko spajanje



Visestruko spajanje

65 | 57| 0 | F1

F
65 |76 | 6 |67 | 99|27 | o | 96 76 | 99 | 96 | F2
6 27| - | F3

F1 6 65 75| F4

F2 27 57 99 | F5

F3 0 9 F

F4

F5>+) 0O 6 27 57 65 75 96 99

F

Sortiranje Spoljadnje sortiranje Visestruko spajanje



Visestruko spajanje

» Selekcija sa zamenom

» Stablo selekcije

Sortiranje Spoljadnje sortiranje ViSestruko spajanje



Polifazno spajanje

v

8(1) - 13(2)
| |
;
- 8(3) 5(2)
| |
g
5(5)  3(3) -
| |
!
2(5) . 3(8)
| |
;
- 2(13)  1(8)
| |
{
1(21) 1(13) -
| | :
- - 1(34)

broj
zapisa

34

26

24

25

24

26

21

34

Sortiranje

Spoljadnje sortiranje

Polifazno spajanje



