Generatori slučajnih brojeva

Kontinualne slučajne veličine

· Kontinualna slučajna promenljiva:

rmin(r( rmax
· [image: image70.wmf]p
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Funkcija raspodele verovatnoće za slučajnu promenljivu r:
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· Fr(x) je neopadajuća funkcija: 
x<y ( Fr(x)( Fr(y)
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· Za x<y: P[x<r(y]= P[r(y] - P[r(x] = Fr(y)- Fr(x)
· Funkcija gustine raspodele verovatnoće za slučajnu promenljivu r:
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· Funkcija raspodele verovatnoće slučajne promenljive r:
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· Srednja vrednost (matematičko očekivanje) slučajne promenljive r:
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· Disperzija (varijansa) slučajne promenljive r:
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· Standardna devijacija (srednje kvadratno odstupanje) slučajne promenljive r:
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· Koeficijent varijacije slučajne promenljive r:
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Diskretne slučajne veličine

· Diskretna slučajna promenljiva: r({x1,x2,…,xn}

· Funkcija gustine raspodele verovatnoće diskretne slučajne promenljive r:
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Primer:

Važi: 
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· Kumulativna funkcija raspodele verovatnoće:
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· Srednja vrednost 
diskretne slučajne promenljive r:
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· Disperzija (varijansa) 
diskretne slučajne promenljive r:


[image: image14.wmf]2
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· Standardna devijacija (srednje kvadratno odstupanje) slučajne promenljive r:
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Raspodele kontiualnih slučajnih veličina

Uniformna (ravnomerna) raspodela

· Slučajna promenljiva u je u opsegu:
a(u( b
· Funkcija gustine raspodele verovatnoće za uniformno raspoređenu slučajnu promenljivu u je:
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· Funkcija raspodele verovatnoće za uniformno raspoređenu slučajnu promenljivu u je:
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· Srednja vrednost i disperzija:
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· Standaradna uniformna raspodela:
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Eksponencijalna raspodela

· Slučajna promenljiva s je u opsegu:
0(s( (
· Funkcija gustine raspodele verovatnoće za eksponencijalno raspoređenu promenljivu s je:
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· Funkcija raspodele verovatnoće za eksponencijalno raspoređenu slučajnu promenljivu s je:
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· Srednja vrednost, disperzija, standardna devijacija:
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Normalna (Gausova) raspodela

· Slučajna promenljiva z je u opsegu:
-( ( z ( +(
· Funkcija gustine raspodele verovatnoće za normalno raspoređenu promenljivu z je:
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· Funkcija raspodele verovatnoće za normalno raspoređenu slučajnu promenljivu s je:
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· Srednja vrednost i disperzija:
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· Standardna normalna raspodela:


[image: image30.wmf])

(

d

2

e

d

)

(

)

(

e

2

1

)

(

,

1

,

0

2

2

2

2

x

F

t

t

t

x

x

z

x

t

x

z

z

x

z

×

+

=

=

=

F

=

=

=

ò

ò

¥

-

-

¥

-

-

s

m

p

j

p

j

s

m




· Osobina normalne raspodele:
· 68.3% od svih z vrednosti nalazi se u intervalu [(-(,(+(]

· 95.4% od svih z vrednosti nalazi se u intervalu [(-2(,(+2(]

Centralna granična teorema

· Neka je Sn= r1+r2+ ...+rn, gde su r1, r2, ...,rn nezavisne slučajne veličine iste raspodele 
sa srednjom vrednošću ( i standaradnom devijacijom (
Teorema: za n((, 
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Srednja vrednost: 
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Disperzija: 
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· Za slučajne promenljive različitih raspodela važi:
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· U praksi je dovoljno da je n(12 za uniformno raspodeljeno ri
Raspodele diskretnih slučajnih veličina

Paskalova raspodela

· U svakom od nezavisnih pokušaja verovatnoća događaja A (uspeha) je P(A)=p

· Diskretna slučajna promenljiva x je broj pokušaja do prvog uspeha

· Događaj [x=k], k=1,2,3,... je događaj 
[image: image37.wmf]k
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· Pošto su događaji nezavisni:
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· Funkcija gustine raspodele verovatnoće slučajne promenljive x je:
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· Provera: 
[image: image43.wmf]1
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· Primer: za p=0.5 (bacanje novčića): 
[image: image44.wmf]...
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Generator pseudoslučajnih brojeva uniformne raspodele

Lehmer 1949 prvi razmatra kongruentnu metodu za generisanje slučajnih brojeva na ENIAC-u
· Generiše se sekvenca u0, u1, u2,..., un-1, u0, u1,... gde se u0 zove koren sekvence, a n dužina
Multiplikativni kongruentni generator

· Zakon generisanja: 
[image: image45.wmf],...
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· Realizacijska povoljnost: 
operacija mod se realizuje upisom rezultata množenja u registar ograničene dužine l=log2M 
· Teorijski maksimum dužine sekvence je M
· Stari generator (IBM-ov paket SSP):

SUBROUTINE RANDU(IX,IY,YFL)


C
za 16-bitne masine



IY=IX*899



IF(IY) 5,6,6


5
IY=IY+32767+1
<- preslikavanje negativnih u nenegativne vrednosti


6
YFL=IY



YFL=YFL/32767.
<- normiranje na opseg (0,1]; u stvari YFL i ne može da bude 0, jer kad bi IY bio 0



RETURN

   sledeći IX bi bio 0, t.j. ušlo bi se u ciklus u kojem se generiše samo



END

· U prvom pozivu RANDU treba postaviti IX da bude neparan pozitivan ceo ( 32767 

· U svim drugim pozivima IX=IY (vraćena prethodna slučajna vrednost) 

· Parametri generatora za 16-bitnu mašinu: a=899, M=215=32768, n=213=8K

· Konstante u programu za 32-bitnu mašinu: 899(65539, 32767(2147483647
· U paketu IMSL: 
[image: image46.wmf],...
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Mešoviti generator

· Zakon generisanja: 
[image: image47.wmf],...
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· Parametre generatora slučajnih brojeva ne treba birati slučajno
· Teorema (Knut): dužina sekvence N = M, ako i samo ako: 
· c je prost broj u odnosu na M, t.j. c i M nemaju zajednički faktor različit od 1
· a-1 je umnožak svakog prostog broja kojim se M može podeliti
· a-1 je umnožak 4, ako je M  umnožak od 4

· Izbor uo nije kritičan
· Praktične Knutove preporuke za realizaciju linearnih kongruentnih generatora: 

· neka mašina ima reč od b bitova i neka se koriste neoznačeni celi brojevi (cardinal)

· selektovati dovoljno veliko M, npr. 
[image: image48.wmf]b
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· a treba da ima neregularan uzorak i da zadovolji: 
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  i  a=8k+5, gde je k ceo broj

· c mora da bude neparan broj, prost u odnosu na M, a aproksimativno treba da zadovolji:
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· Jedna dobra kombinacija parametara za 16-bitnu mašinu: M=65536, k=3926, a=31413, c=13849

Aditivni (Fibonačijev) generator

· Zakon generisanja: 
[image: image52.wmf],...
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, M(Nmax/2, 
gde je Nmax najveći broj istog tipa kao brojevi ui
· Potrebno je pamtiti k+1 poslednjih generisanih brojeva
· k=1: u0=564549, u1=902433, M=1000000 
· Iznenađujuće dobra uniformna raspodela i srednja dužina sekvence (1.5M (empirijski utvrđeno)
· Bolji rezultati (duža sekvenca) se postižu ako je M prost broj
· Generalizovana forma: 
[image: image53.wmf],...
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Generator zasnovan na pomeračkom registru


· Maksimalna dužina sekvence: 2n-1

· Ovakav generator radi 10-ak puta brže od RANDU i ima 8 puta dužu sekvencu

· Problem: veća korelisanost između i i i+1 broja

Generator sa mešačem

· McLaren & Marsaglia (1965)

· Kombinacija 2 linearna kongruentna generatora sa ciljem postizanja bolje slučajnosti

· Jedan generator generiše niz Ui , i=1,2,...,n (n=128)
· Drugi generator generiše slučajan broj k takav da je 1(k(n
· Broj k se koristi kao indeks u nizu da se dohvati novi izlazni slučajni broj Uk
· Zatim prvi generator generiše novi Ui+1 kojim se zamenjuje Uk u nizu
· Prvi – zadužen za punjenje tabele TBL: U0=1, Ui+1=[(217+3)Ui] mod 235
· Drugi – zadužen za mešanje (indeksiranje): V0=0, Vi+1=[(27+1)Vi+1]mod 235
· TBL: U1,U2,...,U128
· k=1+(prvih 7 bita iz Vi), Xi=Uk
· Generator je približno 2 puta sporiji od multiplikativnog ili mešovitog

· Genereator ima bolje statističke osobine sekvence brojeva

Generator proizvoljne raspodele kontinualne slučajne promenljive

· Zadatak: generisati slučajnu promenljivu r zadate raspodele Fr(x) 

Neka je u standardno uniformno raspodeljen slučajan broj u opsegu [0,1]:
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· Potrebno je odrediti generatorsku funkciju g, takvu da je r=g(u)
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Generisanje eksponencijalne raspodele

Treba generisati slučajnu promenljivu 0(s((  koja zadovoljava: 
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· 
[image: image58.wmf])
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Generisanje normalne raspodele

· Generiše se na drugi način, zahvaljujući centralnoj graničnoj teoremi

· Za standardnu uniformnu raspodelu se može pisati:


[image: image59.wmf]12
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· Potrebno je generisati normalno raspodeljenu slučajnu promenljivu y

· Centralna granična teorema kaže da ako je Sn=u0+u1+...+un-1,  

[image: image60.wmf]n
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 je normalno raspodeljen slučajan broj sa E[y]=0 i D[y]=1.

· Zamenjujući ( i ( za standardnu uniformnu raspodelu: 
[image: image61.wmf]12
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· U praksi je dovoljno n=12 (
[image: image62.wmf]6
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· Ukoliko se želi normalna raspodela x sa zadatom srednjom vrednošću 
[image: image63.wmf]x
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Generator proizvoljne raspodele diskretne slučajne promenljive

· Zadatak: generisati diskretnu slučajnu promenljivu r zadate raspodele sa funkcijom gustine fr(xi)

· Kumulativna funkcija raspodele za diskretnu promenljivu je: 
[image: image66.wmf]å
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· Neka je u standardno uniformno raspodeljen slučajan broj u opsegu [0,1]:
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· Potrebno je odrediti generatorsku funkciju g, takvu da je r=g(u)
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Primer: zadata je funkcija gustine raspodele verovatnoće fr(xi) slučajne promenljive r({x1,x2,x3,x4,x5,x6}. Odrediti funkciju g(u) takvu da se za zadato u([0,1] izračunava 
r= g(u)=xi.
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