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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.1 OSNOVNI POJMOVI

Prekidatkim ili logi ¢kim funkcijama se nazivaju preslikavadja1" — {0,1.

Elementi skup40,1}" su urdene n-torke (x X, ..., %) U kojima x, X, ..., %
uzimaju vrednosti iz skupg0,1} . Pri tome

ureiene n-torke (x o, ..., %) Se nazivaju vektori, a
X1, X2, ..., % S€ nazivaju koordinate.

Svaki vektor iz skup0,1}" se moze jednostavnije predstavljati ponimdeksa
vektora do koga se u decimalnom sistemu dolaziat&s nacin:
1. vektor (X, X, ..., %) Se upro&eno pise XX, ... X,
2. uprogeno napisan vekton X, ... X, se interpretira kao binarni broj i;
3. binarni broj i pridruzen vektoru {xx,, ..., %) se naziva indeks vektora;
4. indeks vektora se u decimalnom sistemuamava po formuli

= Zn:ij““',
=N
gde je x0{01}, a suma ozwava obtno sabiranje.
Primeri odr@ivanja indeksa vektora:

1. za vektor (0, 0, O, 1, 0), koji se piSe | k&@ODO, indeks je i = 2;
2. za vektor (0, 1, 1, 0, 0, 1), koji se piSea k41001, indeks je i = 25;

Broj vektora u skup§0,}" je 2.
Za ozngavanje prekidékih funkcija koriste se uobajene oznake koje se

koriste i za funkcije realne promenljive.
Primeri: f(x, X2, ..., %), 90X, X2, ..., %) itd.



Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.1 OSNOVNI POJMOVI

Prekida&ke funkcije imaju konénu oblast definisanosti i mogu se predstavljati
tablicama koje se nazivaju kombinacione tabliceatblice istinitosti.

Tablica sa slike 1 predstavlja najjednostavnijilbkbmbinacione tablice.

| Xs X ... X% | f()
O 0 0 .. 0] f0O
10 O 1| (1)
711 1 .. 1]fZ1

Slika 1 Kombinaciona tablica

Kombinaciona tablica sa slike 1 sadrzi tri kolone:
1. prva kolona sadrze indekse vektora
2. druga kolona sadrzi vektore
3. treta kolona sadrzi vrednosti funkcije na odgovatajuvektorima

Napomena: Prekid&a funkcija je potpuno oddena

1. prvom i tréom kolonom ili

2. drugom i tréom kolonom,
ali se veomaesto u kombinacionu tablicu stavlja i prva koloaadrsleksima
vektora i druga kolona sa vektorima.

Prekida&ka funkcija kod koje je vrednost definisana na swakektoru iz skupa
{04}", naziva se potpuno definisana prekidafunkcija.

Nepotpuno ili delimtno definisana prekid&a funkcija je ona funkcija kojoj
nisu definisane vrednosti na svim vektorima iz sk{{1}" .

Da bi se u kombinacionoj tablici nazila da vrednost prekid&e funkcije na
nekom vektoru nije definisana, simbol " b " se up@su odgovarajtu celiju
kolone f(i).



Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.1 OSNOVNI POJMOVI

Prekida&ka funkcija se moze predstaviti i skupovima indeke@ odgovaraju

vektorima na kojima funkcija ima vrednost 1, naitkaj funkcija ima vrednost O
I na kojima vrednost funkcije nije definisana i ke¢ oznaavaju sa f(1), f(0) i

f(b), respektivno.

Potpuno definisana prekitkea funkcija se zadaje skupovima f(1) i f(0), dok se
nepotpuno definisana prekitda funkcija zadaje skupovima f(1), f(0) i f(b).

Potpuno definisana prekitlee funkcija se moze zadati i samo jednim od dva
skupa f(1) i f(0), jer je f(1)J f(0) = {0,}", dok se nepotpuno definisana
prekidaka funkcija moze zadati i samo sa dva od tri skigpg f(0) i f(b) jer je
f(1) O f(0) O f(b) ={0,1}" .



Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.1 OSNOVNI POJMOVI

Primer 11.1.1. Prekid&u funkciju f(x;, X, X3), koja je zadata skupovima
indeksa f(1) {0, 4, 7) i f(b) ={1, 5), predstaviti kombinacionom tablicom.

ReSenje: Kombinaciona tablica date funkcije jeadwt slici 2.

I | X1 Xo Xz | (D)
Oo|0 O O 1
10 0 1 b
210 1 O 0
3]0 1 1 0
411 0 O 1
5/ 1 0 1 b
6| 1 1 O 0
711 1 1 1

Slika 2 Kombinaciona tablica za primer 11.1.1.



Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.1 OSNOVNI POJMOVI

Velicine koje dobijaju samo dve vrednosti nazivaju seafmim veltinama.
Zato se za prekidée funkcije kaze da su to binarne funkcije kojeigzawd
binarnih promenljivih.

Prekida&ke funkcije se mogu uvrStavati umesto nezavisnonprdjivin u druge
prekidake funkcije. Takvo uvrStavanje se naziva superp@ziprekida&kih
funkcija.

Kombinacione tablice nisu pogodanc¢mapredstaviljanja prekig&ih funkcija
veceg broja promenljivih.

Zato se neki drugi i predstavljanja prekid&ih funkcija razmatraju u
sled&im poglavljima.
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.1 PROIZVODI | SUME

Svaki Bulov izraz predstavlja prekitla funkciju ako se simboli elemenata
posmatraju kao nezavisne promenljive koje dobyagdnosti iz skupé0,1}.

Da bi se dokazalo da vredi i obrnuto i da se syaekidaka funkcija moze
predstaviti nekim Bulovim izrazom, analiziraju s@jpre, osobine jednostavnih
Bulovih izraza koji se nazivaju proizvodi i sume.

Ozna&imo saXx i nazovimo slovom promenljivu X i njenu negacky tako da je
X=xili X=X.

Posmatrajmo najpre izraze
;(—jlijz'“ijk I ;(—jl + )?jz tot iJ'k

gde sujy, jo, ..., k PO parovima raziiti brojevi iz skupa(1, 2, ..., R.
1.lzraz X, X, ..X, naziv&emo elementarnim proizvodom.

2. Izrazih + ijz +..+ ijk nazivdemo elementarnom sumom.

Promenljiva x se moze pojaviti u elementarnom @il i elementarnoj sumi
najvise jedanput i to bez negacije i sa negacijom.

Definicija ukljucuje i slitaj k = 1. Tada elementarni proizvod ili suma immea
jedno slovo i to nezavisno promenljivu ili njenugaeiju.

Konstanta jedinica se smatra elementarnim proizegda konstanta nula
elementarnom sumom.

Primeri:
1. elementarni proizvod: X, , X,, X, X,, X,X,X.X,
2. elementarna suma: ®,, X,, X, +X,, X, +X, +X, +X,

Broj r = n — k naziva se rang elementarnog proiavddelementarne sume.
Rang pokazuje koliko se promenljivih iz posmatrarsbgpa ne pojavljuje u
elementarnom prouzvodu ili elementarnoj sumi.



Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
[1.2.1 PROIZVODI | SUME

Elementarni proizvod i elementarna suma ranga @j@ llaze sve promenljive i

piSu seX X, ..X i X, +X +..+X, , nazivaju se potpuni proizvod i potpuna

1
n

suma.

Potpuni proizvodX X, ..X, ima vrednost 1 samo na jednom vektoru iz skupa

in
{04}". To je vektor (@ &, ..., @) u kojem je a= 1 ako jeX =x i a = 0 ako je

X =X . Na svim ostalim vektorimihijz...ijn ima vrednost 0.

Primer: Potpuni proizvo& x,X.x, ima vrednost 1 samo na vektoru (0, 1,
0, 1).

Potpuna sumax, +X, +...+X, ima vrednost 0 samo na jednom vektoru iz

skupa{0,4}" . To je vektor (@ &, ..., &) u kojem je a= 0 ako jeX=x ig =1
ako jeX =X. Na svim ostalim vektorim&, +X, +...+X, ima vrednost 1.

Primer: Potpuna sum®, + X, + X, + X, ima vrednost 0 samo na vektoru (1,
0, 1, 0).

Svakom vektoru iz skup{aO,J}“ odgovara samo jedan potpuni proizvod i samo
jedna potpuna suma, pa je ukupan broj potpunihzpodia 2 i ukupan broj
potpunih suma'2

Potpuni proizvodi i potpune sume se mogu numerrsaisti n&in kao i vektori
iz skupa{0,1}" za koje se formiraju.

Primer: Potpuni proizvo& x,X,x,, formiran za vektor (0, 1, 0, Zjji je
indeks 5, se ozgava kao B Potpuna sum&, +x, +X, +Xx,, formirana za
vektor (1, 0, 1, O¢giji je indeks 10, se oztava kao f.



Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
[1.2.1 PROIZVODI | SUME

Neka je p =X, X, ..X, jedan od elementarnih proizvoda u kojima se od n
promenljivih pojavljuje k promenljivih, pa je njegeang r = n — k.

Neka se sa promenljivom,Xoja predstavlja jednu od promenljivih koja se ne
pojavljuje u elementarnom proizvodu p, izvrSi sked&ansformacija

p=pIl=pl(x, +X;) =px +pX,
Ova transformacija se naziva razvijanje elementarmpooizvoda Ako se
razvijanje produZi i realizuje i po promenljivoj, kXoja se, takée, ne pojavljuje
u elementarnom proizvodu p, dobija se:

p=px +px, =pll=(px, +px) 1= (px, +px) [(X; +X))

pP= pXi + pxi = (pXi + pxi) [(Xj +Xj) = pXin + pXin + pYin + pYin
Ako se razvijanje elementarnog proizvoda p nagtawsvim promenljivima koje
se ne pojavljuju u njemu, dobija se suma bddpunih proizvoda, gde je r rang
elementarnog proizvoda p. Ovihgbtpunih proizvoda imaju k jednakih slova, i
to X, X, ..X, , a razlikuju se u preostalih r = n — k slova, kpjadstavljaju 2

potpunih proizvoda formiranih od slova koja se mgapljuju u elementarnom
proizvodu p.

10



Il. PREKIDACKE FUNKCIJE

1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA

11.2.1 PROIZVODI | SUME

Odavde se umva sledée prakténo pravilo za razvijanje elementarnog
proizvoda od k promenljivih po svih r = n — k pramj&vih koje se u njemu ne
pojavljuju:

1. najpre treba formirati' »otpunih proizvoda od r = n — k promenljivih koje
se ne pojavljuju u elementarnom proizvodu p,

2. zatim treba svaki tako formirani potpuni proidvaomnoziti elementarnim
proizvodomp i

3. na kraju treba tako formiraniiH Potpunih proizvoda od n promenljivih
sabrati.

Primer: Ako se elementarni proizvoxl,Xx, u kome se javljaju samo dve
promenljive posmatra kao funkcij&etiri promenljive, onda se njegovo
razvijanje po r = 4 — 2 promenljivinyX X3 koje se u njemu ne javljaju moze
realizovati na slede n&tin:

1. najpre se formira’2 2° = 4 potpuna proizvod&, X,, X,X,,X,X, i X X,,

2. zatim se svaki od njih mnozi sgx, |

3. na kraju se formirani potpuni proizvodtiri promenljiveX,x,X.X,,

X X, XX, XX, XX, I X,X,X,X, sabiraju ¢ime se dobija da je

X, X, = XX, XX, + XXX X, + XX, XX, + XX,X,X,

Zakljutak: Elementarni proizvod ranga r ima vrednost 12haektora iz

skupa{0,1}". Ti vektori pripadaju elementarnom proizvodu i jm& = n —r
jednakih koordinata.

11



Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.1 PROIZVODI | SUME

Neka je s =X, +X, +...+X, jedna od elementarnih suma u kojoj se od n
promenljivih pojavljuje k promenljivih, pa je njeang r = n — k.

Neka se sa promenljivom,Xoja predstavlja jednu od promenljivih koja se ne
pojavljuje u elementarnoj sumi s, izvrsi slédéransformacija

S=s+0=s+XX =(S+ X )E+X,)
Ova transformacija se naziva razvijanje elementaun@e Ako se razvijanje
produzi i realizuje i po promenljivoj;x koja se, takde, ne pojavljuje u
elementarnoj sumi s, dobija se:

S=(5+X,)6+X,)+0=(5+X,)6+X,) +X X, =

5= (6+X,)6+X ) +X)((5+X )6+X,) +X)) =

S= (64X, +X, )6+ X, +X)(S+X, +X,)E+X, +X))
Ako se razvijanje elementarne sume s nastavi pu pvomenljivima koje se ne
pojavljuju u njoj, dobija se proizvod od" potpunih suma, gde je r rang
elementarne sume s. OviH fotpunih suma imaju k jednakih slova, i to
X, +X +..+X ,arazlikuju se u preostalih r = n — k slova, kpjadstavljaju 2

potpunih suma formiranih od slova koja se ne pgjaviu elementarnoj sumi s.

12



Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.1 PROIZVODI | SUME

Odavde se u@mva sledée prakténo pravilo za razvijanje elementarne sume od
k promenljivih po svih r = n — k promenljivih koge u njoj ne pojavljuju:

1. najpre treba formirati’ potpunih suma od r = n — k promenljivih koje se ne
pojavljuju u elementarnoj sumi s,

2. zatim treba svaku tako formiranu potpunu suntragasa elementarnom
sumoms i

3. na kraju treba tako formiranih® ®otpunih suma od n promenljivih
pomnoziti.

Primer: Ako se elementarna sun¥a+X,, u Kojoj se javljaju samo dve
promenljive, posmatra kao funkciggtiri promenljive, onda se njeno razvijanje
po r = 4 — 2 promenljivih xi x4 koje se u njoj ne javljaju moze realizovati na
sled&i nadin:

1. najpre se formira'2= 2* = 4 potpunih sum&, +X,, X, +X,, X, +X, |
X, +X,,

2. zatim se svaka od njih sabiraxsat X, i

3. na kraju se formirane potpune sutiri promenljive X, +X, +X, +X,,

X, +X, +X,+X,, X, +X,+X,+X, | X, +X,+X,+X, mnoze ,ime se dobija
daje

Zakljutak: Elementarni suma ranga r ima vrednost 0 'neeRtora iz skupa
{0,13". Ti vektori pripadaju elementarnoj sumi i imaju=kn — r jednakih
koordinata.

13



Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.1 PROIZVODI | SUME

Transformisanje sume od @otpunih proizvoda u elementarni proizvod ranga r
je_procedura inverzna razvijanjiMedutim, ne mozZe se svaka suma od 2
potpunih proizvoda transformisati u elementarni izvod ranga r. Ovo
transformisanje je moge samo ukoliko 2potpunih proizvoda ima k = n —r
zajednékih slova.

Isto vazi i za transformisanje proizvoda odpdtpunih suma u elementarnu
sumu rangarr.

14



Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.2 DISJUNKTIVNE | KONJUKTIVNE NORMALNE FORME

Suma elementarnih proizvodapp; + ... + p, gde je p= X, X, ..X, , naziva se
disjunktivha normalna forma (DNF).

Proizvod elementarnih sumgss... s, gde je s= X, +X, +...+X, , naziva se
konjuktivna normalna forma (KNF).

DNF u kojoj su svi elementarni proizvode potpuroipvodi, naziva se savrsena
DNF (SDNF).

KNF u kojoj su svi elementarne sume potpune suraeiva se savrsena KNF
(SKNF).

SDNF i DNF predstavljaju Bulove izraze prekididn funkcija. Svaki potpuni
proizvod koji se pojavljuje u SDNF daje vrednostna vektoru za koji je
formiran. Koliko ima potpunih proizvoda u SDNF radiko vektora prekidéka
funkcija ima vrednost 1. Na svim ostalim vektoripeekidatka funkcija ima
vrednost 0. Svaki elementarni proizvod koji se pljyge u DNF daje vrednost 1
na 2 vektora, pricemu je r rang datog elementarnog proizvoda. Na sgtalim
vektorima prekidéka funkcija ima vrednost 0.

SKNF i KNF predstavljaju Bulove izraze prekidt#h funkcija. Svaka potpuna
suma koja se pojavljuje u SKNF daje vrednost Oeldaru za koji je formirana.
Koliko ima potpunih suma u SKNF na toliko vektonekidatka funkcija ima
vrednost 0. Na svim ostalim vektorima prekikia funkcija ima vrednost 1.
Svaka elementarna suma koja se pojavljuje u KNE dajdnost 0 na’ Zektora,
pri ¢emu je r rang date elementarne suma. Na svim wstakktorima
prekidaka funkcija ima vrednost 1.

Vide¢cemo da ukoliko je neka prekitka funkcija data skupovima indeksa
vektora na kojima prekidéa funkcija ima vrednost 1 1 0, data prekika
funkcija moze da se predstavi u obliku SDNF i SKNF.
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.2 DISJUNKTIVNE | KONJUKTIVNE NORMALNE FORME

Teorema 2.2.1Svaka prekidéka funkcija f(x, X2, ..., %), izuzev konstante
nula, moze se na jedinstvencimanapisati u obliku
(X1, X, . %) = B +R 4. 4P,

gde suR , P , ..., B potpuni proizvodi koji odgovaraju vektorima najik@
funkcija ima vrednost 1, koji predstavlja SDNF.

Dokaz.U skupu{ 0,1} " uatimo proizvoljan vektor.

1. Ako je vrednosti funkcije na genom vektoru 1, onda se potpuni proizvod
koji odgovara tom vektoru mora nalaziti na desrtogrs relacije. 1z osobina
potpunog proizvoda i pravila Bulove algebre praizlda desna strana relacije
ima u ovom sldaju vrednost 1.

2. Ako je vrednosti funkcije na dgenom vektoru O, onda svi potpuni
proizvodi na desnoj strani relacije imaju na tonkteeu vrednost 0. Zbog toga
proizlazi da desna strana relacije ima u ovomagluvrednost O.

3. Budui da je vektor proizvoljno izabran, zakiuiemo da je desnha strana
relacije jednaka levoj za sve vektore iz sk{ipd]}".

4. Konstanta nula ima vrednost 0 na svim vektorimmskupd40,1}", pa se ne
moze napisati u obliku SDNF.

16



Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.2 DISJUNKTIVNE | KONJUKTIVNE NORMALNE FORME

Teorema 2.2.2Svaka prekidéka funkcija f(x¢, X2, ..., %), izuzev konstante
jedinica, moze se na jedinstvertmanapisati u obliku
f(X1, X2, -y %) =SS, -5

’
Im

gde suS , S , .., S potpune sume koje odgovaraju vektorima na kojima
funkcija ima vrednost 0, koji predstavlja SKNF.

Dokaz.U skupu{ 0,1} " uatimo proizvoljan vektor.

1. Ako je vrednosti funkcije na genom vektoru 0, onda se potpuna suma
koja odgovara tom vektoru mora nalaziti na desm@ns relacije. 1z osobina
potpunog proizvoda i pravila Bulove algebre praizlda desna strana relacije
ima u ovom sldaju vrednost 0.

2. Ako je vrednosti funkcije na denom vektoru 1, onda sve potpune sume
na desnoj strani relacije imaju na tom vektoru mosd 1. Zbog toga proizlazi da
desna strana relacije ima u ovoméslu vrednost 1.

3. Budui da je vektor proizvoljno izabran, zakiuiemo da je desha strana
relacije jednaka levoj za sve vektore iz sk{ipg]}".

4. Konstanta jedinica ima vrednost 1 na svim vekta iz skup§0,1}", pa se
ne moze napisati u obliku SKNF.
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.2 DISJUNKTIVNE | KONJUKTIVNE NORMALNE FORME

Ovim se dosSlo do analike forme predstavljanja prekitkah funkcija u obliku
SDNF i SKNF.

Ako se za svaki vektor na kome prekika funkcija ima vrednost 1 napiSe
potpuni proizvod, pa se zatim ti potpuni proizvpdivezu znacima disjunkcije,
dobija se SDNF posmatrane funkcije.

Ako se za svaki vektor na kome prekika funkcija ima vrednost 0 napise
potpuna suma, pa se zatim te potpune sume povexinz konjunkcije, dobija
se SKNF posmatrane funkcije.

Primer 2.2.1 Prekid&ku funkciju f(x;, X, X3) zadatu skupom indeksa f(1) =
{2, 4, 5, ¥ napisati u obliku SDNF i SKNF.

ReSenje:

SDNF zadate funkcije se dobija na sl@decin:

1. Funkcija ima vrednost 1 na vektorima sa indeksim
2=010,4=100,5=101i7=111.

2. Potpuni proizvodi koji odgovaraju ovim vektorirsa:
P = X X, X,, Pp= XX, X,, P5s = XX, X;, P7 = XXX,

3. SDNF zadate funkcije je:
f(X1, X2, X3) = X X, X, + X, X, X, + X X, X, + XXX,

SKNF zadate funkcije se dobija na sléd&in:
1. Funkcija ima vrednost O na vektorima sa indeksim
0=000,1=001,3=011i6=110.
2. Potpune sume koje odgovaraju ovim vektorima su:
S): X1+X2+X3’ Sl: X1+X2 +73’ S3= X1+X2 +¥3’ &: X1+X2 +X3’
3. SKNF zadate funkcije je:
f(X1, X2 Xa) = (X, + X, +X;) (X, X, +X,) (X, +X, +X,) (X, X, +X;)
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM

IZRAZIMA
11.2.2 DISJUNKTIVNE | KONJUKTIVNE NORMALNE FORME

Prekid&ka funkcija se moze predstaviti i u obliku dve Sane normalne forme
I to SDNF i SKNF. U opsStem staju se transformacijama mozecédod jedne
do druge normalne forme, ali je ovaj put po prawkoma dug.Mnogo je
jednostavnije na osnovu zadate savrSene normainme fodrediti skupove f(1) |
f(0), pa napisati drugu savrSenu normalnu formpneshodno opisani &an.

Primer 2.2.2Napisati SKNF prekidske funkcije

f(X1, X2, X3) = X X, X, + X X, X, + XX, X, + X X,X,

ReSenje:

SKNF zadate funkcije se dobija na sléd&in:

1. Prekidéka funkcija je data u obliku SDNF, pa se dtye da je f(1) {0,

3,4,¢if0)={1,2,5%

2. Funkcija ima vrednost 0 na vektorima sa indeksim
1=001,2=010,5=101i7 =111.

3. Potpune sume koje odgovaraju ovim vektorima su:
S=X+X,+X,,S=X+X,+X,, S=X,+X,+X,, =X, +X, +X,,

4. SKNF zadate funkcije je:
f(xl! X2, X3) = (X1 + X, +¥3) (Xl +¥2 + X3) (Xl + X, +¥3) (71 +¥2 +X3)
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.2 DISJUNKTIVNE | KONJUKTIVNE NORMALNE FORME

DNF i KNF predstavljaju Bulove izraze nekih prekilldn funkcija. PoSto se
svaka prekid&ka funkcija moze predstaviti u obliku SDNF i SKNF,
pokazgemo kako se DNF transformiSe u SDNF i KNF u SKNF.

Transformisanje DNF u SDNF se zasniva na razvijasyih elementarnih
proizvoda u zadatoj DNF do potpunih proizvoda mahiaciji suviSnihélanova.
Transformisanje KNF u SKNF se zasniva na razvijavih elementarnih suma
u zadatoj DNF do potpunih suma i eliminaciji suuis¢lanova.

Primer 2.2.3.aDNF prekid&ke funkcije
f(Xla X2, XS) =X + X X5 + Y1Y2Y3
transformisati u SDNF.

ReSenje:

Transformisanje DNF u SDNF

f(Xla X2, XS) =X + X X5 + Y1Y2Y3 =
= Xl (X2 +X2) (X3 +¥3) + X2X3 (Xl +71) + XlXZXS =
= XXX, XXX, + XXX, + X XX, + XXX, + X,
= XXX, XXX, + XXX, + XXX, + X XX, + X,

Napomena:

1. Potpuni proizvodx x,X, je sadrZzan i u elementarnom proizvorui u

elementarnom proizvodwx. X,, pa se javlja dva puta. Jedan od dva potpuna
proizvodax X X, je suviSan, pa se eliminiSe iz kénag izraza za SDNF.

2. Do SDNF se moglo d@oi na drugi n&in. Od elementarnog proizvoda je
trebalo formiraticetiri potpuna proizvod& X,X,, X,X,X,, XX, X, i X,X,X,, a od
X, X, je trebalo formirati dva potpuna proizvodax,x, i X,X,X, i njih zajedno

sa potpunim proizvodor® X,X, iz DNF povezati znakom disjunkcije.
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.2 DISJUNKTIVNE | KONJUKTIVNE NORMALNE FORME

Primer 2.2.3.bKNF prekid@&ke funkcije

g(XL X2 X3) =X, (71 +73) (X1 X, * Xs)
transformisati u SKNF,

ResSenje:

Transformisanje KNF u SKNF

g% X, X3) = X, (X, +X;) (X, +X, +X;) =

= (Xz + X171 + Xaxs) (Xl +X3 + X272) (Xl X, F X3) =
= (%, +X,)(R, # %) +XX,) (K, X, )X, + X, +X,)) (X, +X, +X,) =
- ((XZ + Xl)(XZ +¥1) + XS)((XZ + Xl)(XZ +¥1) +¥3)
(%, +X, X)X, + X, +X;) (X, X, +X,) =
= (Xz X Xs)(yz +X1 + X3)(72 X +X3)(X2 +¥1 +¥3)
(%, +X, X)X, + X, +X;) (X, X, +X,) =
= (Xl +X2 + XS)(Xl +¥2 + X3)(X1 +¥2 +X3)(X1 +X2 +¥3)
(%, +X, X)X, + X, +X;) (X, X, +X,) =
= (Xl +X2 + XS)(Xl +¥2 + X3)(X1 +¥2 +X3)(X1 +X2 +¥3)
(R, +X, +X,) (X, + X, +X,)

Napomena:

1. Potpuna sumdX, +X,+X,) je sadrzana i u elementarnoj sumyj i u
elementarnoj sum{x, +X,), pa se javlja dva puta. Jedna od dve potpune sume
(X, +X, +X,) je suviSna, pa se eliminiSe iz kénag izraza za SKNF.

2. Do SKNF se moglo dbi na drugi ngin. Od elementarne sume, je
trebalo formiraticetiri potpune sumégx, +X, +x,),(X, +X, +X,), (X, +X, +X,)

I (X,+X,+X,), a od elementarne sum&, +X,) je trebalo formirati dve
potpune sumégXx, + X, +X,) i (X, +X, +X,) i njih zajedno sa potpunom sumom
(X, +X, +X,) iz KNF povezati znakom konjukcije.
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.2 DISJUNKTIVNE | KONJUKTIVNE NORMALNE FORME

Svaka prekidéka funkcija se moze predstaviti u obliku SDNF i SKN
Medutim u opStem skaju SDNF se moze transformisati u DNF, a SKNF u
KNEF.

Do DNF se dolazi upréavanjem SDNF.

Primer 2.2.4N&i neke jednostavnije DNF prekitlee funkcije

f(X1, X2, X3) = X X, X, + XX, X, + XX X, + XXX,

ReSenje:

Sazimanjem potpunih proizvodgx. X, i X X,X, po % I potpunih proizvoda
XXX, 1 XX, X, PO %, dobija se:

f(X1, X2, Xg) = XX, X, + XX X, + XX X, + XXX, =

zxzis(i1 +X1) + Xlxs(iz +X2) = izis + X Xq

Medutim, ako se izvrSi sazimanpeX,X, i XX,X, po %, dobija se:

f(X1, X2, Xg) = XX, X, + XX X, + XX X, + XXX, =

1"t 27%3 177273
+ X1X2(X3 +X3) + X1X2X3 = Y1Y2Y3 + X1X2 + X1X2X3

[

X
X

1X2 3

Iz ovoqg primera se vidi da je potreban formalantgosk kojim se od SDNF
dolazi do minimalne DNF.
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM

IZRAZIMA
11.2.2 DISJUNKTIVNE | KONJUKTIVNE NORMALNE FORME

Do KNF se dolazi upré@égvanjem SKNF.

Primer 2.2.5Naci neke jednostavnije KNF prekidlee funkcije
f(X11 X2 XS) = (Xl +X, + X3) (71 +X, + X3) (71 +X, +X3) (71 X, +X3)
ReSenje:
Sazimanjem potpunih sumg, +X, +X,) i (X, +X,+X,) po X% i potpunih
suma(X, +X, +X,) i (X, +X,+X,) po %, dobija se:
f(X1, X2, X3) = (X, + X, +X;) (X, +X, +X,) (X, +X, +X,) (X, +X, +X,) =
= (lel + y2 + X3) (Xl +X3 +¥2X2) =(¥2 + X3) (Xl +X3)
Medutim, ako se izvrSi sazimanj&, + X, +X,) | (X, +X, +X,) po x, dobija se:
f(xls X2, XS) = (Xl +¥2 + X3) (71 +¥2 + X3) (71 +¥2 +X3) (71 + Xz +X3) =
= (X, +X, +X;) (X, +X, +X.X,) (X, +X, +X,) =
= (Xl +¥2 + X3) (il +72) (Xl + X2 +¥3)

Iz ovoq primera se da je potreban formalan postilkmdsikn se od SKNF dolazi
do minimalne KNF.

23



Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.2 DISJUNKTIVNE | KONJUKTIVNE NORMALNE FORME

Postoje Bulovi izrazi prekid&ih funkcija koji nisu u obliku neke od normalnih
formi. Takav izraz se moze uvek prevesti u nekumabnu formu koriéenjem
raznih transformacionih relacija Bulove algebre.

Primer 2.2.6Bulov izraz prekidéke funkcije
f(xl1 X2, X3, X4) = (Xl +¥2)(X3 +¥3X4(X1 + X2¥4))
transformisati u neku DNF i neku KNF.
ReSenje:
Transformacija u DNF.
f(Xla X2, X3, X4) = (X +¥2)(X +X (X X X4)) =
= (X, + X, )(X, + XX X X,X,) =(X, +X,)(X, + XX, X,(X, +X,)) =
= (X, +X,) (%, + XX XX, +XXXX,) = (X, +K,)(X, + XX XX, +XXX,) =
= (X, +X,)(X, FXEX,(X, +D) = (X, +X,)(X, +XXX,) =
= (X1X3 + X1X1X3X4 + X2X3 + Xlx 2X3X4) = (X1X3 +¥2X3 +¥172¥3X4)
Transformacija u KNF.
f(xl’ X2, X3, X4) = (Xl +¥2)(X3 +¥3X4(X1 + X2¥4)) =
= (Xl +X2)(X3 +XSX4)(X3 + (X + X2X4)) =
- (Xl +X2)(X3 +X3)(X3 + X4)(X3 + Xl(XZ + X4)) =
= (Xl +X2)(X3 + X4)(X3 +X1)(X3 + (Xz + X4)) =
- (Xl +X2)(X3 + X4)(¥l + X3)(X2 + X3 + X4)
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.3 PREKIDACKE FUNKCIJE JEDNE | DVE PROMENLJIVE

Operacije negacije, disjunkcije i konjukcije, kogrte definisana Bulova algebra
na skupu sa dva elementa, predstavijaju prékelafunkcije jedne i dve
promenljive. Negacija je prekidke funkcija jedne promenljive, a disjunkcija i
konjukcija su prekidéke funkcije dve promenljive.

Skup prekidakih funkcija pom@u kojih se superpozicijom moZe napisati bilo
koja prekidgéka funkcija, naziva se bazislada se bazisi mogu obrazovati i od
prekidakih funkcija sa viSe promenljivih, prakdn zng&aj imaju samo bazisi
koje obrazuju prekidke funkcije sa najviSe dve promenljive. Stoga skeda
razmatraju prekid&ke funkcije jedne promenljive (slika 3) i dve pramjee
(slika 4).

X 01 Naziv funkcije | Oznaka Bulov izraz

fo 0 0 | Konstanta nula 0 of0
fy 01 | Promenljiva x X 1= X
f, 1 0 | Negacija x X f,=X
fa 11 | Konstanta jedinica 1 f=1

Slika 3 Prekid&ke funkcije jedne promenljive
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.3 PREKIDACKE FUNKCIJE JEDNE | DVE PROMENLJIVE

Xx1/10011

x, | 0101 Naziv funkcije Oznaka Bulov izraz
fo | 0000| Konstanta nula 0 oF0
Konjukcija,
f; | 000 1|Logicki proizvod X1Xo f1= X1 X
| funkcija
f, | 001 0|Zabrana po x X1 A X, fo= XX,
f3 | 001 1| Promenljivax X1 fa=x;
fs | 0100| Zabrana pag x Xo A\ Xq fa= X Xz
fs | 010 1| Promenljivax X5 fs= X,

Suma po modulu 2
fs | 011 0|Logicka nejednakost | x; O X, | fe= X Xo+X1X,
Ekskluzivno ILI

Disjunkcija,

fz | 0111]|Logicka suma X1+ Xo fo=Xx1+ %
ILI funkcija
Pierce-ova strelica

f 1000 =

i NILI funkcija Xut % | o= X, +X,

fo | 1001 Logicka jednakost

X7 L X - v v
Ekskluzivno NILI 1 X2 [ fe= XX, +X X,

fio | 101 0|Negacija x X, fi0= X,
fi| 101 1| Implikacijaodxkax | X, — X, | fii=X+ X,
fio | 1100| Negacijaxx X, f12= X,
fi3| 1101| Implikacijaodxka X | X; - X, | fi13= X+ X
fa| 1110 Erfej‘;e;c‘l}‘;a crica |y 0% | fu= XX,
fir | 111 1| Konstanta jedinica 1 sE1

Slika 4 Prekidake funkcije dve promenljive
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.2 PREDSTAVLJANJE PREKIDAKIH FUNKCIJA BULOVIM
IZRAZIMA
11.2.3 PREKIDACKE FUNKCIJE JEDNE | DVE PROMENLJIVE

Prve dve kolone tablica predstavljaju kombinacitatdice prekidakih funkcija
jedne i dve promenljive. U njima su dati ulazni weeki vrednosti funkcija za
svaki od tih vektora. U st@aju prekidgke funkcije jedne promenljive ulazni
signal je x. Zbog toga su ulazni vektori O i 1,jdaovi indeksi 0 i 1. U slaaju
prekidake funkcije dve promenljive ulazni signali sy XX,. Zbog toga su
ulazni vektori 00, 01, 10 i 11, a njihovi indeksj 0, 2 i 3. Prekidékim
funkcijama jedne promenljive, do f; dodeljeni su indeksi O do 3 tako Sto se
uredeni niz vrednosti funkcije za ulazne vektore saksima 0 i 1 posmatra kao
binarni broj. Prekidékim funkcijama dve promenljiveyfdo fis dodeljeni su
indeksi 0 do 15 tako Sto se demi niz vrednosti funkcije za ulazne vektore sa
indeksima 0 do 3 posmatra kao binarni bro;j.

U trecoj, cetvrtoj i petoj koloni su dati nazivi funkcija, oake i Bulovi izrazi.

Prekida&ke funkcije u drugoj polovini obe tablice su komplenti prekidakih
funkcija iz prve polovine tih tablica.

Od cetiri prekidake funkcije jedne promenljive, dve zavise od tenpealjive, a
dve su konstante nula i jedinica.

Od 16 prekid&kih funkcija dve promenljive, 10 zavise od obe peotjive,
cetiri zavise od jedne promenljive, a dve su kortstawla i jedinica.
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.3 PREDSTAVLJANJE NORMALNIH FORMI POMQU KUBOVA

Uredena n-torka @ ... @ naziva se kub.

Elementi q, &, ..., § predstavljaju koordinate kuba.

Koordinate kuba uzimaju vrednosti iz skyga 1, X} .

Simbol "X" ozn&ava koordinatu koja moze da dobije proizvoljinu west iz
skupa{ 0, 1}.

Broj koordinata sa vrednés "X" naziva se rang kuba.

Kub ranga r predstavlja skup od f2ektora koji imaju k=n-r jednakih
koordinata. Za te vektore se kaze da propadaju.kubu

Primer:Dat je kub 0X1X1.

Kod ovog kuba broj koordinata je n = 5, a rang je B. Stoga ovaj kub
predstavlja skup od'2 2*= 4 vektora koji imaju k = n-r = 5-2 = 3 zajedke
koordinate, a razlikuju se u vrednostima r = 2 kinoate. To su vektori: @01,
00111, 01101 i 01111.

Na osnovu definicije kuba mode je uspostaviti korespondenciju izioe
kubova i elementarnih proizvoda i izéhekubova i elementarnih suma.
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.3 PREDSTAVLJANJE NORMALNIH FORMI POMQU KUBOVA

Uspostavljanje korespondencije izitnekubova i elementarnih proizvoda.

Elementarnom proizvodu

p=XX, ..X,
koji se posmatra kao funkcija n promenljivih, ptiduje se kub
N ... &y
u kojem je
g = 0, ako se promenljiva pojavljuje u p sa negacijom,
g = 1, ako se promenljiva pojavljuje u p bez negacije i
a = X, ako se promenljiva, xe pojavljuje u p.

Primer: Elementarnim proizvodima
X, X2, XXy, XXX, T XX, XX,
koji se smatraju funkcijaméetiri promenljive odgovaraju kubovi

OXXX, X1XX,1X0X, X011 i 1001.

Rang kuba pridruzenog elementarnom proizvodu jengkd  rangu tog
elementarnog proizvoda.

Kub pridruzen elementarnom proizvodu predstavijapskektora na kojima taj
elementarni proizvod ima vrednost 1.

Potpunom proizvodu pridruzuje se kub ranga 0.
Kub ranga O pridruzen potpunom proizvodu poklapaas&ektorom na kojem
taj potpuni proizvod ima vrednost 1.
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.3 PREDSTAVLJANJE NORMALNIH FORMI POMQU KUBOVA

Uspostavljanje korespondenciju izémekubova i elementarnih suma.

Elementarnoj sumi
S=X, +X +..+X,
koji se posmatra kao funkcija n promenljivih, ptiduje se kub
N ... &,
u kojem je
g = 0, ako se promenljiva pojavljuje u s bez negacije,
g = 1, ako se promenljiva pojavljuje u s sa negacijom i
a = X, ako se promenljiva, xe pojavljuje u s.

Primer:; Elementarnim sumama

X, X3, X, +X,, X +X,+X, 1 X, +X,+X,+X,
koji se smatraju funkcijaméetiri promenljive odgovaraju kubovi
IXXX, XXO0X,0XX1, O0X11 1 0101.

Rang kuba pridruzenog elementarnoj sumi je jedaalu te elementarne sume.
Kub pridruzen elementarnoj sumi predstavlja skugta® na kojima ta
elementarna suma ima vrednost O.

Potpunoj sumi pridruzuje se kub ranga 0.
Kub ranga 0 pridruzen potpunoj sumi poklapa se elgovom na kojem ta
potpuna suma ima vrednost O.
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Il. PREKIDACKE FUNKCIJE
1.3 PREDSTAVLJANJE NORMALNIH FORMI POMQU KUBOVA

Na osnovu definisane korespondencije idmelementarnih proizvoda i kubova
utvrduje se predstavljanje DNF pokokubova.

Primer: Zadati DNF

f(X1, X2, X3) = X, +X X, + XX X,
se moze predstaviti kao

f(1) ={0XX, X11, 10¢

Na osnovu definisane korespondencije idmeslementarnih suma i kubova
utvrduje se predstavljanje KNF powkubova.

Primer: Zadati KNF

f(X1, Xz, Xa) = X, (X, +X;) (X, +X, +X,)
se moze predstaviti kao

f(0) ={X0X, 0X1, 113
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