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|. BULOVA ALGEBRA
.1 AKSIOME BULOVE ALGEBRE

Neka su na skupu Bf, b, c, ..} definisane

unarna operacija " — " i binarne operacije " +"'0i'

koje se ohino se nazivaju komplementiranje, sabiranje i mngzen
I to tako da

za svako &/ Bvredia =b,gdeje b1 B i

za svako a,bl B vredia+b=ciab=c, gde je &l B.

Skup B sa operacijama " - ", " + " LT predstavlja Bulovu algebru ako
operacije zadovoljavaju slegeeaksiome — postulate:
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.1 AKSIOME BULOVE ALGEBRE

1. zakon asocijativnosti
ajat+(b+c)=(a+b)+c
b) al{b [t) = (alb) [t

2. zakon komutativnosti
a)atb=b+a
b) alb = blhA

3. neutralni elementiOi 1
aja+0=0+a=a
b)alll=1[A=a

4. zakon komplementarnosti
a)ata =1
b)alla =0

5. zakon distributivnosti
a) al{b + c) = (alb) + (alLk)
b) a + (bCk) = (a + b){a + ¢)



|. BULOVA ALGEBRA
.1 AKSIOME BULOVE ALGEBRE

Iz aksioma Bulove algebre se vidi
1. da su sve aksiome date u obliku jednakostiBllzraza i
2. da postoji simeithost aksioma



|. BULOVA ALGEBRA
.1 AKSIOME BULOVE ALGEBRE
1. Bulovi izrazi

Bulovi izrazi se formiraju kombinacijom simbola kajBulovoj algebri
ozn&avaju elemente i operacije.

Usvojena je sled@a konvencija o prioritetu operacija
1. najvisi prioritet ima unarna operacija " - ",
2. druga po prioritetu je binarna operacijd''l
3. najnizi prioritet ima binarna operacija " + "

Zagrade se koriste za promenu redosleda operacija.
Primer: &b + cial{b + ¢)

Zagrade se ne moraju pisati kada je jasan redoglechcija.
Primer: umestga+ b) moze se pisat + b,

Znak operacije TI' se moze izostaviti.
Primer: umest@ (b moze se pisatak,



|. BULOVA ALGEBRA
.1 AKSIOME BULOVE ALGEBRE
2. Simetrénost aksioma

Iz simetrenosti aksioma Bulove algebre proizlazi princip dastki.
U definiciji principa dualnosti javlja se pojam duoag izraza.

Bulov izrazQ® je dualan izraz@ i obrnuto izrazQ je dualan izrazyQ‘)¢
ukoliko je izrazQ® dobijen od izraz&) tako Sto je u njemu

svaki simbol operacije " + " zamenjen simbolomragge "' i obrnuto,
svaki simbol konstante " 1 " zamenjen simbolomdtante " 0 " i obrnuto,
svaki simbol operacije " —" zadrzan nepromenjen i

svaki simbol elementa zadrzan nepromenjen.

Ako je u Bulovoj algebriQ(a,b,c,...) = R(a,b,c,...), gde suQ(a,b,c,...) i
R(a,b,c,...) Bulovi izrazi, tada vredi i dualna jednakof’ (a,b.c,..) =
R’ (a,b,c,...), gde suQ’ i R dualni Bulovi izrazi zaQ i R. Simboli a, b, c, ... i
X, Y, z, ... 0Zn&vaju proizvoljne elemente Bulove algebre.

Iz simetr£nosti aksioma Bulove algebre proizlazi i mégost dokazivanja
razli¢itin relacija dualnom supstitucijom. Dokazivanje \&&i na isti nain uz
odgovarajdu zamenu nekih simbola za operacije i elemente.
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U Bulovoj algebri vredi

2.z=a

3.a)a+1=1
b)al0=0

5.a)a+alb=a+b
b) al{a+b)=alb

6.a)ata=a
b)ala=a

Ove teoreme se koriste ravnopravno sa aksiomaneapsformaciji Bulovih
izraza.

Dokazi ovih teorema se daju u daljem tekstu.
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Teoremal. 0=1i1=0

Kada se u aksiomi
a)at+ta =1
b)alla =0
zameni a = 0 dobija se
a)0+0=1
b) 00 =0
Posto je O neutralni element za "+" to je jedinderge za0 koje zadovoljava
obe relacije0 =1.

Kada se u aksiomi

a)a+ta =1
b)alla =0
zameni a = 1 dobija se
a)l+1=1
b)101 =0

Posto je 1 neutralni element Z&tb je jedino resenje za koje zadovoljava obe
relacijel=0.
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Teorema 2. a=a

Kada se u aksiomi
a)at+ta =1
b)alla =0
umesto a stava dobija se
a)a+a=1
b)a Ca=0
Kada se primeni komutativni zakon dobija se
a)a+a=1
b)a Da=0
Odavde sledi da je=a.
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Teorema 3. az+l=1

a)

b)

b)al0=0

a+tl=(a+ 1L
a+1l=(atl)(a+3a)
a+tl=a+1@&
a+tl=a+s
at+l=1
alD=alD+0

alD =alD + alla
alD=al(0+3a)
alD =alkl
alD=0
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.2 TEOREME BULOVE ALGEBRE

Teorema 4. ap+b=alb
b)alb=a+h
Teorema pod a)e se dokazati ponéa relacije
a+b+alb =1
iz koje sledi da su a + ba Ob komplementi

a+b+a b =(a+b+a){a+b+b)
a+b+a b =(b+1)Ja+1)
a+b+a b =1

a+b+alb =1

Teorema pod bje se dokazati ponda relacije
alb@ +b) =0
iz koje sledida su@bia + b komplementi

alba +b) =albls +alblb
albda +b) =b[D +ald
alba +b) =0 +0

alb(@ +b) =0
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.2 TEOREME BULOVE ALGEBRE

Teorema5. ay+alb=a+b
b)al{a+b)=alb

a)a+a b =(a+a){a+b)
a+a [b =1[a+b)
a+talb =a+bhb

a)al{a +b) =alla +alb

al{a +b) =0+4db
al{a +b) =ab
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.2 TEOREME BULOVE ALGEBRE

Teorema 6. ayt+ta=a
b)ala=a

a)at+a =(a+al
ata=(at+djfa+a)
a+ta =-a+aka
ata=a+0
ata=a

b)ala =ala+0
alh =alh+alla

alh =alla+3a)
alh =al
alh =a
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[.3 BULOVA ALGEBRA NA SKUPU SA DVA ELEMENTA

U Bulovoj algebri na skupu sa dva elementa morajbuadu elementi 0 i 1, jer
predstavljaju neutralne elemente za operacije T *+[™', respektivno.

Bulova algebra na skupu sa dva elementa se dabigadto se na skudw, 1}

definiSu operacije " - ", " + " i [I' prema tablicama sa slike 1.
-1 0] 1 + 01 . o1
110 0,01 0,00
1111 1101
Slika 1 Operacije " -","+"i
Skup{0, 1} sa operacijama " - ", " + " i [T" predstavlja Bulovu algebru ako

operacije zadovoljavaju slegkeaksiome-postulate

1. zakon asocijativnosti
a)at+t(b+c)=(a+b)+c
b) all{b [t) = (alb) [T

2. zakon komutativnosti
a)a+tb=b+a
b) alb = b[hA

3. neutralni elementi0i 1
a)a+0=0+a=a
b)alll=1[A=a

4. zakon komplementarnosti
a)ata=1
b)alla=0

5. zakon distributivnosti

a) al{b + c) = (ab) + (alt)
b) a + (b(t) = (a + b){a + c)
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|. BULOVA ALGEBRA
[.3 BULOVA ALGEBRA NA SKUPU SA DVA ELEMENTA

To se moze dokazati uvrStavanjem svih nitlglkkombinacija elemenata skupa
{0, 1} u relacije koje predstavljaju aksiome Bulove algebizraunavanjem
vrednosti saglasno datim tablicama za operacijé,”—+"i" [1'.

Postupalce se ilustrovati proverom jedne od relacija i tacge
at(b+c)=(a+b)+c
za zakon asocijativnosti za operaciju " + ".

Proveru treba izvrsiti za®2= 8 kombinacija vrednosti tih elemenata kofste
tablicu za operaciju " + ".
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1. Kombinacija:a=0,b =0, c =0;
a+t(b+c)=(a+b)+c,
0+(0+0)=(0+0)+0,
0+0=0+0,
0=0;

2. Kombinacija:a=0,b=0,c=1;
a+t(b+c)=(a+b)+c,
0+(0+1)=(0+0)+1,
0+1=0+1,
1=1;

3. Kombinacija:a=0,b=1,c=0;
at+t((b+c)=(a+hb)+c,
0+(1+0)=(0+1)+0,
0+1=1+0,
1=1;

4. Kombinacija:a=0,b=1,c=1;
a+t(b+c)=(a+b)+c,
0+(1+1)=(0+1)+1,
0+1=1+0,
1=1;

5. Kombinacija:a=1,b=0,c=0;
at+t((b+c)=(a+hb)+c,
1+(0+0)=(1+0)+0,
1+0=1+0,
1=1;

6. Kombinacija:a=1,b =0, c=1;
a+t(b+c)=(a+b)+c,
1+(0+1)=(1+0)+1,
1+1=1+1,
1=1;

7. Kombinacija:a=1,b=1,¢c=0;
a+t(b+c)=(a+b)+c,
1+(1+0)=(1+1)+0,
1+1=1+0,
1=1;

8. Kombinacija:a=1,b=1,c=1;
at((b+c)=(a+hb)+c,
1+(1+1)=(1+1)+1,
1+1=1+1,
1=1;
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Ovim je dokazano da zakon asocijativnhosti vredbparaciju " + " definisanu
tablicom sa slike 1.

Na isti n&in bi se moglo dokazati da i ostale realicije ksg pojavljuju u
aksiomama Bulove algebre vrede za operacije " =+," i " " definisane
tablicama sa slike 1.

Ovaj n&in dokazivanja se naziva metoda iscrpljivanja svibgletih slucajeva
ili perfektna indukcija.

Bulova algebra na skupu od dva element&esto naziva prekidaa algebra.
Naziv dolazi od prakéne primene Bulove algebre na skupu od dva elengnta
predstavljanje prekid&ih funkcija koje se koriste pri projektovanju piaéckih
mreza.

Za operacije " - ", "+ "1 'l" se u prekidé&oj algebricesto koriste i nazivi
negacija, disjunkcija i konjukcija, respektivno.

18



